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Introduction aux EDP Master 1

Feuille d’exercices n° 3. Exemples A’EDP: Transport, ondes et chaleur.

Compléments sur la transformée de Fourier.

Dans tout ce qui suit, N désigne un entier naturel non nul et Q un borélien de R™. Sauf mention

contraire on intégrera toujours par rapport a la mesure de Lebesgue.

Exercice 1. Une équation différentielle pour s’échauffer.

On considére I'équation différentielle sur R. :
u'(z) + Aru(z) =0, ue S, A>0.

1. Déterminer u pour que u(0) = 1.
2. Quelle équation vérifie o 7

3. En déduire .

Exercice 2. Transport a coefficient constant.
Soit ug € S(RY). Supposons que u € C*(R x RY) NCHR; S(RY)) vérifie :

Ou + a-Vyu = 0 et u(0,-) =up, ac€ RV, (1)

Déterminer @ en fonction de ug = @(0,-), puis u en fonction de wug (et vérifier qu’il s’agit bien d’une

solution classique satisfaisant les hypothéses de 1’énoncé).

Exercice 3. Equation de la chaleur.
Soit up € S(RY). Supposons que u € C*(Ry x RV)NCH(R4; S(RY)) vérifie

Ou — Azu =0 et u(0,-) = ug . (2)

Déterminer w en fonction de ug, puis u en fonction de wy (et vérifier qu'il s’agit bien d’une solution

classique satisfaisant les hypothéses de ’énonce).

Exercice 4. Equation des ondes

On s’intéresse au probléme de Cauchy pour ’équation des ondes homogéne en dimension 1 :

%(x,t) - g%(%ﬂ =0 V(r,t) eRxR
u(z,0) = ug(z) Yz e R

%7;(:10, 0) = ui(x) vV € R.

avec ¢ # 0. On suppose que ug,u; € S(R) et que le probléme admet une solution u € C2(R.y,S(R)).



1. On considére la transformée de Fourier pour la seule variable z, i.e.

u(é,t) = (Fpu)(§,t) = /Ru(x,t)eimgd:z, V(,t) e R xR

Déterminer ’équation différentielle satisfaite par t — u(&,t) pour tout £ € R.
2. En déduire que pour tout (£,t) € R x R (en utilisant un prolongement adéquat en £ = 0) :

R R eic{t + e—ic&t - eicgt _ e—ic&t
1) = - 4 D —
u(é,t) = uo(§) B ur(§) icE

3. Conclure que la solution u vérifie pour tout (x,t) € R x R la formule de d’Alembert :

u(x,t) =

uo(x + ct) + ug(x — ct 1 [otet

2 270 —ct

Faire un commentaire sur le sens physique (vitesse de propagation d’une onde).

4. Réciproquement, montrer que cette fonction est bien dans C?(R,S(R)) et vérifie le probléeme de

Cauchy.

Exercice 5. Conditions de saut.
1. On rappelle que H := 1gr, désigne la fonction de Heaviside. Retrouver H'.
2. Soit f : R — R continue. On se donne =g : R — R homéomorphisme croissant de classe C! et

(u_,uy) € R%. A quelle condition la fonction

— 1z < t
w: RS R, (tz) — “ S?x 7o(?)
ug  six > xo(t)

définit-elle une solution au sens des distributions de dyu + 0x(f(u)) = 07



